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ABSTRAKT

MARUSIC, Tomas: Spojité Modelovanie v Exceli [Bakalarska praca]
Univerzita Konstantina Filozofa v Nitre. Fakulta prirodnych vied.

Skolitel: PaedDr. Jan Befiacka, PhD. Stupei odbornej kvalifikacie: Bakalar
Nitra : FPV, 2011. 35 s.

Cielom tejto bakalarskej prace je zostavit jednoduché tulohy spojitého
modelovania. Zasadnou ulohou je pouzit' program Excel z balicka Microsoft Office.
Bakalarska praca pozostava z troch kapitol. Uvod méa za ciel naértnit’ gitatelovi
problematiku celej prace. Prva kapitola obsahuje charakteristiku modelovania, simulacie a
rozdelenia roznych druhov modelov. V druhej kapitole sa venujeme programu Microsoft
Excel a dovodom jeho vyuzitia pri tejto praci. Tretia kapitola sa zaobera prikladom

spojitého modelovania. Zaver je rekapitulaciou prace.

KTIacoveé slova: model, simulacia, spojité modelovanie, Excel



ABSTRACT

MARUSIC, Tomas: Continuous Modeling in Excel [Bachelor Thesis]
Constantine the Philosopher in Nitra. Faculty of Natural Sciences.
Supervisor: PaedDr. Jan Benacka, PhD. Degree of Qualification: Bachelor
Nitra : FNS, 2011. 35 p.

The goal of this work is to draw a closer look at continuous modeling. The key task is to
use program MS Excel from the package Microsoft Office. The thesis consists of three
chapters. Introduction is supposed to give the readers a view of the whole bachelor thesis.
The first chapter is devoted to characteristics of modeling, simulation and different types of
models. The second chapter describes the Microsoft Excel program and its use in this
work. The third chapter is devoted to solving problems of continuous modeling.

Conclusion recapitulates the whole work.

Keywords: model, simulation, continuous modeling, Excel
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Uvod

Cielom tejto bakalarskej prace je navrhnut a vytvorit' sadu uloh zo spojitého
modelovania v MS Exceli. Zobrazovanie r6znych javov a procesov, ¢i uz z fyziky, chémie,
alebo bioldgie, ul'ahcuje chapanie sveta okolo nas. Jednym z programov pouZiteInych
v oblasti modelovania, je MS Excel. S Excelom je uz oboznamenych mnoho uzivatel'ov
beznych PC, avSak na modelovanie ho vyuzivaji len velmi pokrocili uzivatelia. Nasim
cielom je pomocou jednoduchych uloh predstavit modelovanie pomocou funkcii, ktoré
Excel pontika.

Bakalarska praca pozostava z troch hlavnych kapitol. V prvej vysvetlujeme, Co je
model, modelovanie, a zdsadné rozdelenia modelov. V druhej kapitole sa zaoberame
tabul’kovym kalkuldtorom MS Excel. Poukazujeme na hlavné funkcie, ktor¢ MS Excel
ponuka, ale aj funkcie, ktoré st zasadné pre modelovanie. Tretia kapitola prace je pri
kazdom druhu modelu rozdelend na dve casti, teoreticki a prakticki. Teoreticka cast
poskytuje informécie z odbornej literatury, ktoré su podkladom pre prakticka cast. V
praktickej Casti st spracované samotné spojité modely pomocou MS Excel.

Touto cestou by som sa chcel podakovat’ vediicemu prace PaedDr. Janovi
Benackovi, PhD., za cenné rady, odbornt pomoc a konzultacie, ktoré mi poskytol pri
vypracovani bakalarskej prace. Osobité¢ pod’akovanie patri mojej rodine a priatelom za

podporu a pochopenie.



1 Modelovanie a simulovanie
Model je synteticky vytvoreny reprezentant jedného, pripadne celej skupiny objektov, ¢i

procesov, zahriujucich vsetky dolezité informacie o nom/nich.
Model je vzdy vytvarany na uréité ucely a to napriklad na:

e testovanie hypotéz o spravani systému

e riadenie procesov

e analyzu modelovaného systém

e odhad signalov, ktoré nie je mozné merat’

Ucel modelovania by mal byt zndmy vopred, pretoze vyrazne ovplyviuje proceduru
hl'adania modelu. Kazdy model mé charakter projekcie, nikdy sa nedosahuje absolutna
zhoda s origindlom po vSetkych strankach. Problémom je vyber podstatnych stranok
originalu a ich odliSenie od nepodstatnych (najidealnejsie je vylucit’ nepodstatné vlastnosti
pri zachovani maximalnej adekvatnosti modelu).
Pojmy modelovanie a simulacia v réznych vednych oboroch predstavuju sktmanie
rozdielnych skuto¢nosti. V oblasti ekonomie tieto pojmy predstavuju napriklad
predpovedanie vyvoja cien na trhu, alebo modelovanie rastu ekonomickych ukazovatel'ov.
V technickej inZinierskej oblasti ma modelovanie vyznam pri skiimani procesov, dejov,
vytvaranie modelov stciastok, alebo skima modely v urcitej mierke. V chemickom odbore
sa stretdvame s chemickymi procesmi a dejmi, preto je kladeny doraz na zvladnutie tychto
procesov, ¢omu napomaha modelovanie a simuldcia. V elektrotechnickom, strojarskom,
a aj v stavebnom odbore sa modelovanie vyuziva na navrhovanie suciastok, budov, ktorych
vlastnosti musia byt patricne preskimané skoér, ako sa fyzicky budu realizovat’ stavby,
alebo vyroba suciastok. Matematické modelovanie, je vyuzivané takmer vo vsetkych
vednych odboroch (fyzika, biolégia, ekonomika, sociologia). Matematické modely mozu
mat’ mnoho podéb a foriem, napr. dynamické systémy, statické modeli, ¢i diferencialne
rovnice ich systémy.
Urcité charakteristiky modelov st pre vSetky odbory spolo¢né:

- Ciel'om modelovania je vytvorit’ model deja, procesu, ktory bude istym sposobom

reagovat’ na zmeny vstupnych dat



- Simulovanie predstavuje proces ziskania odozvy modelu na zmenu tychto
vstupnych dat

- Spravnost’ alebo nespravnost’ modelu a samotnej simulacie sa posudzuje na zaklade
vykonaného experimentu, overenej teoérie, alebo na zaklade dlhodobého

pozorovania skutoénosti (KUTIS, 2006)
1. 1 Matematické modelovanie

V kazdom pripade sa snazime vybudovat model krok za krokom, pocinajuc redlnym
svetom a opakovane s nim porovnavame na$§ model. Vlastnosti redlneho sveta, ktoré by
sme za inych okolnosti vobec nespozorovali, sa Casto stavaju viac zretelné. Modelovanie
vytvara niektoré matematické reprezentacie, ktoré zlepSuju nase chapanie, umoziuju robit’
predpovede, a pripadne informujt, ako ovladat’ ¢ast’ realneho sveta (systému), o ktory sa
zaujimame. Procesy si: proces pozorovania systému, zber neustalych dat , ukladanie dat
do matematického modelu, s pripadnym pouzitim analyzy modelu na upravu zozbieranych
dat, vratane vlastnych pokusov.

Je nemozné vytvorit' akykol'vek model redlneho sveta, bez toho aby sme vedeli nieco o
systéme, ktory sa snazime namodelovat’. Poznatky musia pochddzat’ z pozorovani, ¢ize zo
zberania dat.

Ked uz je vytvoreny model, ktory umoziuje vytvarat predpovede, a ktoré potom mozu
byt potvrdené, alebo vyvratené experimentadlnymi dokazmi, tak hovorime o modelovani
cyklu:

e Zafneme pozorovanim.

¢ Na zaklade pozorovania vytvorime model.

¢ Model pouzijeme na vytvorenie predpovedi, a tie testujeme novymi experimentmi.

¢ V pripade potreby upravime model.

¢ Opakujeme posledné dva kroky k ziskaniu lepSiecho modelu
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V  modelovani st odpovede posudzované porovnanim modelu s redlnym
svetom.Matematické modelovanie je prekladanie problémov z aplikacnej oblasti do
spracovatelnych matematickych formulacii, kde teoreticka a numericka analyza poskytuje

pohl'ad, odpovede a rady uzito¢né pre povodné aplikacie. (PhysicsArchives, 2009)

Matematické modelovanie:
e Poskytuje presnost’ a smer pre rieSenie problémov
e Umoznuje dokladné pochopenie systému, ktory modelujeme
e Pripravuje postup pre lepsi dizajn a ovladanie systému

e Umoznuje efektivne vyuzitie modernych vypoctovych kapacit
1. 2 Rozdelenie matematickych modelov

» Podla pouzitych matematickych prostriedkov:

o statické — vizba medzi ustalenymi hodnotami vstupno-vystupnych veli¢in
reprezentovana algebrickymi rovnicami, ¢as nevystupuje ako nezavisla
premenna

e dynamické — vstupno-vystupné vztahy opisané diferencidlnymi, alebo

diferenénymi rovnicami



» Podla pouzitého pristupu k modelovaniu:

o analytické (teoretické) — vychadzaju zo vSeobecne platnych fyzikalnych
principov

e empirické — s vypocitané z experimentalne ziskanych udajov

o hybridné (empiricko-teoretické) — si kombindciou predchadzajucich

» Podl'a pouzitel'nosti principu superpozicie:
o linedrne
o nelinedrne
» Podl'a charakteru véizby medzi vstupmi a vystupmi:

e vonkajsie — opisuju vztah ,,vstup — vystup* (prenosové funkcie, frekvencné

prechodové a impulzné charakteristiky)

e vnutorné — vztah ,vstup — stav — vystup®, zavislost’ sprostredkovana cez
stavové premenné (stavové modely).

» Podl'a spésobu vyjadrenia vztahu medzi nezavislou a zavislou premennou:

e neparametrické — v grafickej, alebo tabelarnej forme, nevyzaduju ziadnu
informaciu o Struktire modelu (napr. prechodovd, alebo impulzna
charakteristika)

e parametrické — analyticky ako funkcia nezavislej premennej a konecného
poctu parametrov.

» Podla priestorového usporiadania:

® 50 sustredenymi parametrami — veli€iny su iba funkciou casu, neexistuji
zmeny veli¢in v priestore, alebo mozeme predpokladat’ ,, ided/ne miesania “,
ktoré su opisané obycajnymi diferencidlnymi rovnicami

o s rozlozenymi parametrami — veliCiny sU funkciou casu, aj priestorovych
suradnic, t.j. si opisané parcialnymi, diferencialnymi rovnicami (obsahuju
parcidlne derivacie podla Casu, aj priestorovej suradnice)

» Podl'a charakteru zmien ich stavov v Case:
e spojite — spojité zmeny velicin
o diskrétne — zmeny veli¢in sa uvazuju iba v diskrétnych casovych

okamihoch. (MIKLOVICOVA, 2010)

V préaci sa zaoberame spojitym typom modelov. Uvedieme aj najzasadnejSie rozdiely

medzi spojitym a diskrétnym modelovanim.



1. 2. 1 Spojité modely

Dynamické modely su spojité alebo diskrétne. Oba tieto typy modelov mozu byt
linearne alebo nelinearne a casovo-menné alebo ¢asovo-nemenné.

Spojity model je model, ktory sa neustdle meni v Case. Derivaty (napr. DY/dt) su
matematickou formou na opis takychto casovych zmien. Diferencidlna rovnica, ktora
stelestiuje model poskytuje hodnoty tychto derivatov (vlastnosti systému) v hocijakom
okamihu spojitého modelu. Pocita¢ moze byt vyuzity na posunutie stavu modelu v Case.
Umozituje nam to teda vidiet’ priblizny stav modelu v buducnosti.

Spojité modely st analogové. Z diferencidlnych rovnic systému odvadzaju fyzické
modely. Koeficienty fyzickych modelov maju jasny fyzikalny vyznam. Napriklad, vieme
derivovat’ spojiti prenosovi funkciu obvodu RC, ak vieme podrobnosti obvodu.
Koeficientmi funkcii spojitého prenosu si1 R a C v obvode. Spojité modely pouzivame ak
potrebujeme aby sa koeficienty modelu zhodovali s nejakymi fyzickymi komponentmi v

systéme.

Spojité modely:

* s zmeny stavu systému (hodnoty) nastdvaju priebezne v ¢ase

jednoduchs$ie matematické spracovanie ako diskrétne

diferencialne rovnice

Hodnota

Obr. 2

Spojit¢ modely maju vyhodu oproti diskrétnym modelom vtom, Ze su

prispdsobivejsie k algebraickej manipulacii, aj ked” sa o nieco t'azsie realizuji na pocitaci.
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1. 2. 2 Diskrétne modely

Diskrétne modely popisuju spravanie systému v ¢asovych okamihoch, ¢o znamena,
ze nemozeme dosiahnut’ hodnoty spravania systému v kazdom bode. Diskrétne systémy st
digitdlne. Odvadzame ich z fyzického systému pomocou diferencialnych rovnic, alebo
premenou spojitych modelov na diskrétne. Signaly a operacie st v pocitatovych
aplikaciach digitalne. Co znamena, ze mozeme pouzit diskrétne modely na zavedenie
digitdlneho ovladaca, alebo na simulaciu spravania diskrétnych systémov v urcitych

okamihoch.

Hodnota

Diskrétne modely:

= zmeny stavu systému (hodnoty) nastavaju len v diskrétnych
¢asovych okamihoch

= ndarocnejSie a detailnejSie matematické spracovanie

* st zalozené na transakciach

= rekurentné rovnice

Diskrétne udaje pracuju len s urcitymi hodnotami. Ignoruji udaje medzi tymito
hodnotami. Udaj, ako je podet zajacov, alebo populacia nejakych organizmov, je vlastne
diskrétny, pretoze moéze pri pocte zajacov nadobudat” hodnotu nula, jedna, dva, atd.
Nemoézeme mat’ napriklad polovicu zajaca.

Spojité udaje mdézu mat’ akukol'vek hodnotu z rozsahu. Napriklad teplota, alebo vyska su
spojité udaje, pretoze vonku moze byt teplota 18,85 stupiiov. Co znamend, e mozeme

pracovat’, aj so zlomkami.
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2 Excel

Microsoft Excel je tabulkovy kalkulator, ktory sa Specializuje na numerické
spracovanie C¢iselnych udajov, ich zapis a grafické zndzornovanie . Umoznuje zadavat
data (Cisla, texty, vzorce ainé uidaje), do riadkov, stipcov a vytvarat, alebo upravovat’
tabulky. V nich dokaZze automaticky uskutoctiovat prepocty podl'a bud’ nami zadanych
matematickych vyrazov, alebo pomocou statistickych, numerickych, databazovych a inych
funkcii. PouZziva sa, aj ako prostriedok pre analyzu a spracovanie Ciselnych dat . Je vel'mi
silnym ndstrojom pre manipuldciu s dajmi ekonomického charakteru. Nastroje pre
ekonomické analyzy, modelovanie, prognozovanie, spolu s mnozstvom Statistickych
a finan¢nych funkcii. M4 Sirokua paletu matematickych 1 zakaznickych funkcii, automatické
generovanie grafov interaktivnym spdsobom.

Zakladné funkcie MS Excel:
e Praca s tabulkou
o (vkladanie udajov do buniek, praca so stipcami, riadkami, ukladanie)
e Grafické tpravy tabulky — formatovanie

o (oznacovanie buniek, formatovanie pisma, zarovnanie, oramovanie textu,
tienovanie, format ¢isiel, zamykanie buniek, vkladanie poznamok)

e Kopirovanie a presun buniek

o (kopirovanie a presun pomocou schranky, presun udajov do iného listu
alebo stiboru)
e Zékladna, ale aj pokrocila matematika

o (zadavanie roznych vzorcov a funkcii, vstavané komplexné, funkcie, ich
kopirovanie, absolutne i zmiesané odkazy, odkazy na bunky v inom liste,
medzisucty buniek)

e Tvorba grafov

o (vytvéaranie pomocou sprievodcu, rozne typy grafov, jednoducha zmena
udajov v grafe, iprava nazvu, menovky, uprava osi X, y, pridanie idajov do
uz existujucich grafov)

e Praca s tabul’kou ako s databazou

o (jednoduché triedenie v zozname, filtrovanie, formulare)

12



2.1 Excel a modelovanie

Moderné tabulkové procesory poskytuju bohaté prostredie pre numerické vypocty

a skimanie numerickych modelov. Prostredie tabuliek poskytuje vela vstavanych funkcii
schopnych vykonavat’ vypocty bezne pouzivané vo financnych, Statistickych a dalsich
problémovych doménach. Ako nahle su vypocty vykonané, tabul’ky ponikaji moznost
preskimat’ vysledky pomocou vstavanych typov grafov. Tieto obrazové interpretacie
poskytuju pohlad na zmysel vypoctu, ktory je niekedy tazké vnimat, alebo, moze
dokonca zostat’ uplne bez povsimnutia. Cielom nasej prace je poukazat’ na vyuzitenost’
Excelu pri matematickych modeloch, pomocou ktorych sa daji zobrazit’ rézne prirodné

a fyzikalne javy. V Exceli je mozné pomocou vzorcov, vstavanych funkcii, problémovych
parametrov, absolutnym adresovanim, vykreslit matematické modeli, ktoré zobrazuju dany
systém aumoziuju ho nasledne porovnat s redlnym svetom. Aspekty tabulkovych

procesorov, ktoré su vhodné na vyuzitie vo vede su:

e Pouzitie Excelu ako kalkulacky, aby sme skamali ako systém pracuje
v redlnom svete pre konkrétne vstupné hodnoty

e Obsahuje profesionalne nastroje na pravu dat

e QGrafické zobrazenie rovnic (analytickych modelov) a redlnych dat

e ZlepSovanie vzhladu tabuliek, listov a grafov, poskytuje variabilné
moznosti nastavenia (farba, $tyl, atd’.),

e Umoziuje ziskavat rieSenia rovnic matematicky vel'mi komplexnych
modelov

e Grafické porovnavanie vysledkov z modelu a z pozorovani

e Statisticka analyza, vratane priemeru, smerodajnej odchylky, chybovych
useckach na grafoch, linearnych a polynomialnych rovnic, multivariacnej
analyzy

e Spektralna analyza

e Zobrazovanie histogramov réznych pozorovani a merani
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3 Spojité modely v Exceli
3.1 Exponencialny Model

Exponencialny model je spojeny s menom Thomas Robert Malthus (1766-1834), ktory si
ako prvy uvedomil, ze vSetky druhy zivocichov(organizmov) sa mozu potencidlne
rozmnozit’ podl'a geometrického radu. Napriklad, ak ma druh organizmu neprekryvajucu sa
populaciu (napr. ro¢né rastliny) a kazdy organizmus splodi R potomkov, tak sa hodnota
populacie - N v generaciach v case t = 0,1,2,... rovna:

N, =N,.R

N, =N,.R'
Ak je hodnota t vysoka, tak tato rovnica moze byt odhadnutd exponencialnou funkciou:

N, = N,.exp(rit) = N,.e"

Tri mozné vysledky modelu:

populacia

Obr. 4

1. Populécia exponencidlne klesa (r < 0)
2. Populécia exponencidlne narasta (r > 0)

3. Populécia sa nemeni (r = 0)

Parameter r predstavuje:

e Maltézsky (Malthusian) parameter
e prirodzent mieru rastu/poklesu
o okamzitu rychlost’ prirodzeného nérastu/poklesu

e mieru popula¢ného rastu/poklesu
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"Okamzitd miera prirodzeného rastu” a "Miera populacného rastu" su vSeobecnymi
pojmami, pretoze nevsugeruju ziadny vztah s hustotou populéacie. Je lepsie pouzit pojem
“Prirodzena miera rastu” pre parameter r v logistickom modeli, ako v exponencidlnom,
pretoze v logistickom sa r rovna miere rastu populacie na vel'mi nizkej hustote (ziadny

odpor prostredia). (SHAROV, 1996)
3. 1. 1 Predpoklady exponencialneho modelu:

1. Trvala reprodukcia (bez sezonnost’)
2. Vsetky organizmy st identické (Ziadna vekova Strukttra)

3. Zivotné prostredie je konstantné v priestore a Case (zdroje su nekonecné)

Avsak, exponencidlny model je robustny; poskytuje primeranu presnost’ aj ked tieto
predpoklady nie su splnené. Organizmy sa mézu liSit’ vekom, schopnostou prezit’
a umrtnostou. Alebo je populacia tvorend velkym mnozstvom organizmov, a teda ich

miera narodenia a umrtnosti je vyrovnana.

Parameter r v exponencidlnom modeli moze byt vyjadreny, ako rozdiel medzi mierou
narodeni (reprodukciou) a mierou umrtnosti:

dN

—=((b-m)N=rN

dt
kde b je pérodnost’ a m je umrtnost. Pérodnost’ je pocet potomkov vytvorenych jednym
existujiicim organizmom v populacii za jednotku Easu. Umrtnost’ je pravdepodobnost’
umrtia na jeden organizmus. Miera narastu populacie () je rovna rozdielu miery

porodnosti (b) a miery umrtnosti (m1).
Aplikovanie exponencidlneho modelu:

o mikrobiologia (tvorba baktérii),
e konzervac¢na biologia (obnovenie narusenej populacie),
e chov hmyzu (predpoved’ vytvorenia),
e karanténa rastlin, alebo hmyzu (popula¢ny rast cudzich druhov),
e rybolov (predpoved’ dynamiky ryb).
(SHAROV, 1996)
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3. 1. 2 RieSenie exponencidlneho modelu
Vychadzame z nasledného vzorca pre exponencidlny rast:
N, =N,.exp(rt)=N,.e"
RieSenim vzorca si vytvorime exponencidlny model pre 4 rézne miery rastu ryb r.
Zaciatocna hodnota ryb Ny bude vo vSetkych Styroch pripadoch, ktoré budeme riesit’ je
1000. Cas ¢ budeme uvadzat’ v poéte dni, ako dlho ryby pozorujeme. Konstanta e je
Eulerovo ¢islo, ktoré ma priblizn hodnotu 2,7182.
Nasou ulohou je zistit akd bude populacia ryb N; po 30, 60 a 90 dioch s roéznymi
premennymi miery rastu r.
Zaciato¢né hodnoty:
N=1000 (ryb)
t=1 (den)
tmax = 90 (dni)
r; =-0,01 (miera rastu 1)
r>=0,01 (miera rastu 2)
r; = 0,02 (miera rastu 3)
r4=0,02 (miera rastu 4)
e =2,7182 (Eulerovo ¢islo)
Ni=7 (ryb)

Po dosadeni do vzorca nam vznikne nasledovny vypocet ryb pre mieru rastu ri:
N;= 1000 * 2,7182¢%1")
N;=990,05 =990 ryb

Tento vypocet spravime pre vSetky hodnoty miery rastu. Excel nam pomocou
absolutnych odkazov umoznuje jednoducho vyplnit’ tabulku, aZz po nami ur¢eni hodnotu
casu ¢ = 90 dni. Podla tabulky zostavime graf. Ten nasledne graficky upravime, aby sa

z neho dalo jednoducho vycitat, aky vplyv ma miera rastu » na vyvoj populacie ryb.
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3. 1. 3 Zobrazenie exponencidlneho modelu v Exceli

t Pit){ry) | Plt)r) | P{thrs) | Plt)rs) Ng- potetryb 100
o 1000 1000 1000 1000 r,- miera narastu 1 -0,01
1 990,05 1010,05 | 1020,20 | 1040,81 r; - miera narastu 2 0,01 ‘N: — NG. cxp@‘l) — NG gn‘
2 980,20 | 1020,20 | 1040,81 | 1083,29 rs - miera narastu 3 0,02
3 970,45 | 1030,45 | 1061,84 | 1127,50 r, - miera narastu 4 0,04
4 960,79 | 1040,81 | 1083,29 | 1173,51
5 951,23 | 1051,27 | 110517 | 1221,40
6 941,76 | 1061,84 | 1127,50 | 1271,25
7 932,39 | 1072,51 | 1150,27 | 1323,13
8 923,12 | 1083,29 | 1173,51 | 1377,13 40000
9 913,93 | 1094,17 | 1197,22 | 1433,33 35000 /
10 904,84 | 1105,17 | 1221,40 | 1491,82 20000 /
1 895,83 | 1116,28 | 1246,08 | 1552,71 ~
12 886,92 | 1127,50 | 1271,25 | 1616,07 £ 25000 / rera et 1
13 878,10 | 1138,83 | 1296,93 | 1682,03 B 20000
14 869,36 | 1150,27 | 1323,13 | 1750,67 £ 15000 / Mieranarastu 2
15 860,71 | 1161,83 | 1249,86 | 1822,12 = 10000 ‘/ Miera nrastu 3
16 852,14 | 1173,51 | 137713 | 1896,48 Miera nérastu 4
17 843,66 | 118530 | 1404,95 | 1973,88 3000 EEe e e =
18 835,27 | 1197,22 | 1433,33 | 2054,43 0 éﬁzl_———
19 826,95 | 1209,25 | 1462,28 | 2138,28 0 20 40 60 80 100
20 818,73 | 122140 | 149182 | 222554 ¢ (defi)
[ 30 [ 7a0,82 [ 134986 | 1822,12 | 3320,12 |
[ 60 | sas,81 | 182212 | 3320,12 | 1102318 |
[ o0 | 406,57 | 245960 | 6049,65 | 36598,23 |

Obr.5

Z grafu, aj v tabulke vidime, Ze pri miere narastu »; populacia postupne odumiera,

a teda keby si zvolime dlhsi ¢asovy interval, tak by sme po ¢ase videli uplné vyhynutie ryb.

Po 90 dinoch je stav ryb zredukovany o viac ako polovicu. S mierou rastu r, by sa

mnozstvo ryb pomaly zvécSovalo, a na konci 90 dia by dosahovali hodnotu 2,5x viac ako

na zaciatku. VACSi ndrast si vSak vS§imneme az pri 3, kde pocet ryb dosahoval uz po 45

diioch hodnoty, ktoré nadobudlo 7, az po 90 dinoch. Avsak, exponencidlny rast je najlepsie

vidiet’ pri miere rastu r4, ktord by sa dala nazvat’, aj popula¢nou expléziou, ked’ze pocet ryb

nadobudne hodnotu 36 - ndsobne vacsiu, ako je hodnota na zaciatku.
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3. 2 Logisticky Model

Logisticky model vytvoril v roku 1838 Belgicky matematik Pierre Verhulst, ktory
poukazoval na to, Ze miera rastu populdcie moze byt obmedzena, t.j. méze zalezat' na

hustote populacie:

N
r:ro(l_E)

0 Pri nizkej hustote (N < < (), je tempo rastu populdcie

maximalne a je rovné ry. Parameter r, sa da vysvetlit' ako

0 + miera rastu populacie s absenciou prirodzenej konkurencie.

Obr. 6

Tempo popula¢ného rastu klesa s hodnotou populacie N, a dosahuje hodnotu 0, ked’ sa
N=K. Parameter K je horna hranicu rastu a nazyva sa aj hranicou unosnosti. Je vicSinou
interpretovany, ako mnozstvo zdrojov vyjadrenych v pocte organizmov, ktoré tieto zdroje
dokdzu podporovat. Ak hodnota populdcie prekro¢i K, tak populacny rast dosiahne
negativne hodnoty a populacia klesa. Dynamika populdcie je vyjadrena nasledovnou
diferencialnou rovnicou:

dN N
dr r 1N ( K)

Vyjadrena v pocte organizmov, a ktora ma nasledovné riesenie:

. N,.K
N, +(K —N,).exp™"

t

Tri mozné vysledky modelu: - Populécia narastd a dosahuje hladinu

K (Ny < K). Toto je logisticka krivka.

. Ei - Populacia klesa a dosahuje hladinu K
w > K)
* - Populacia sa nemeni (Vy = K alebo
20 No _ 0)
Obr. 7
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Logisticky model ma 2 hladiny rovnovadhy: N=0 a N=K. Prvd rovnovaha je
nestabilnd, pretoze akakol'vek odchylka od tejto rovnovahy bude viest’ k rastu populécie.
Druhé rovnovaha je stabilnd, pretoze aj po malom narusSeni v populdcii sa vrati do tohto
rovnovazneho stavu.

Logisticky model kombinuje dva ekologické procesy: rozmnozovanie a
konkurenciu. Obidva procesy st zavislé na pocte (alebo hustote). Miera oboch procesov

zodpoveda zakonu mass-action s koeficientmi: ry pre reprodukciu a r, / K pre konkurenciu.

3. 2.1 Vysvetlenie parametrov logistického modelu

Parameter ry je maximalna moznd miera rastu populéacie, ktora je vysledkom
reprodukcie a umrtnosti (vynimajic umrtnost’ zavislej na hustote). Pomaly mnoziace sa
organizmy (slony) maji mali hodnotu rj a naopak rychlo mnoziace sa organizmy (vdc¢sina
hmyzu) vel'ka reprodukciu. Problémom logistického modelu je, Ze parameter ry kontroluje
nie len populacny narast, ale aj klesanie (NV>K). Nie je jasné, ¢i by organizmy s nizkou
reprodukénou schopnostou mali umierat’ rovnako pomalym tempom. Ak by bola

reprodukcia pomald a imrtnost’ vysoka, tak logisticky model nebude fungovat’.

Parameter K ma biologicky vyznam pre populaciu so silnym pdsobenim na
jednotlivcov, ktory maji pod kontrolou ich reprodukciu. Napriklad hlodavce majt socidlnu
Struktaru, ktord kontroluje ich reprodukciu, vtdky tzemnt, rastliny superia o priestor
a svetlo. AvSak, parameter K nemé jednozna¢ny vyznam pre organizmy, ktorych dynamika
populdacie je urc¢end rovnovahou reprodukcie a umrtnosti (vic¢Sina hmyzu). V tomto pripade
sa rovnovaha hustoty populdcie nemusi hned” zhodovat' s mnozstvom zdrojov, preto sa
termin “nosnost™ stava mitacim. Napriklad, rovnovéha hustoty moze zavisiet' na imrtnosti

sposobenej prirodzenymi nepriatelmi. (SHAROV, 1996)
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3. 2. 2 Riesenie logistického modelu

Vychadzame z nasledovného vzorca pre logisticky rast:
3 N,.K
N, +(K - N,).exp™"

t

Uvazujeme, Ze sme si spravili experiment merania rastu kvasiniek a zozbierali sme
udaje. Tieto udaje boli zbierané kazdi ¢ hodinu. Do tabulky sme kazdi hodinu
zaznamenali hodnoty hmotnosti m kvasiniek. Hranica unosnosti K a miera rastu ry boli
vopred urcené.

Nasou tlohou je zobrazit’ graf funkcie logistického narastu kvasiniek.
Zaciato¢né hodnoty:

N = 9,6 (zaciatocné¢ mnozstvo kvasiniek)

K = 663,37 (hranica inosnosti)

ro = 1,08 (miera rastu)

t = 0 (pocet hodin)

e =2,7182 (Eulerovo ¢islo)

N, =7 (mnozstvo kvasiniek)

Po dosadeni do vzorca ndm vznikne nasledny vypocet kvasiniek:

9,6- 663,37
Nt = (~1,081)
9,6 +(663,37-9,6)-2,718""

N; = 27,49 g kvasiniek
Tento vypocCet musime spravit’ pre kazdi d’alSiu hodnotu hmotnosti m kvasiniek.
Vypocitané hodnoty dame nasledne do grafu kde x-ova os bude predstavovat’ cas, a y-ova

hodnotu hmotnosti, ktortl za ten cas kvasinky nadobudli.
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3. 2. 3 Zobrazenie logistického modelu v Exceli

T 1.08 miera rastu £as - t(h) [hmotnost (m)| funkcia
K 663,37 hranica uinosnost 0 9,60 9,80
N, 9.60 zafiatoénd populicia 1 29,00 27,50
2 71,10 74,96
3 174,60 181,00
4 350,70 348,26
N — .?'L"'CI_K 5 513,30 50748
T Ny +(K = N,).exp(—rp ) 6 594,40 600,72
7 640,80 640,69
8 655,90 655,49
9 661,80 660,67
700,00
600,00
500,00
400,00
i
g B hmotnosf (m)
300,00
funkcia
200,00 /
100,00
0,00
0 2 4 <] B 10
t(h)
Obr. 8

Na grafe vidiet' ze spociatku kvasinky rasti velmi pomaly. Nasledne nastava
exponencialny narast a hodnota sa rapidne zvysi v priebehu dvoch hodin. Avsak, ¢im
blizsie sme k hranici unosnosti, tym pomalSie sa kvasinky rozrastaju, az kym sa ich rast

uplne zastavi v désledku obmedzeného priestoru (hranici inosnosti).
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3. 3 Model Lotka-Volterra
Model Lotka-Volterra je najjednoduchsia forma modelu dravec - korist. Model

nezavisle vyvinuli matematici Alfred Lotka (1925) a Vito Volterra (1926):

d—H =rH +aHP
dt
d—P =bHP + mP
dT

Ma dve premenné (P, H) a niekol'’ko parametrov:

H = hustota koristi

P = hustota dravcov

r = prirodzena miera narastu koristi

a = koeficient spravania predatora

b = miera reprodukcie predatorov na 1 ulovenu korist’

m = miera umrtnosti dravca

3. 3. 1 Meranie parametrov modelu Lotka-Volterra

Mali by byt’ vykonané nasledujuce kroky:

1. Populéciu koristi odizolujeme od predatorov, aby sme odhadli mieru prirodzeného
narastu ().

2. Déme jedného predatora do klietky s r6znou hustotou koristi, odhadneme timrtnost’
koristi a zodpovedajucu hodnotu k v kazdej klietke. Ako vieme, hodnota k sa rovna
sucinu okamzitej miere umrtnosti a ¢asu. Teda koeficient spravania predatora (a) sa
rovna hodnote k, delenou ¢asom ¢ experimentu.

Priklad: lienka zabije 60 vosiek zo 100 za 2 dni. Teda, hodnota & = -In(1-60/100) =
0.92,aa=0.92/2=0.46.

Poznamka: ak odhadnutd hodnota a v ktorejkol'vek inej hustote koristi nie je
dostatocne podobna jedna druhej, tak model Lotka-Volterra nebude fungovat.

Avsak, model méze byt modifikovany tak, aby zaclenil vztah a k hustote koristi.
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3. Odhad parametrov b a m:

Tri mozné vysledky modelu: Ponechajme konstantu hustoty koristi
(., H =10, 5, 10, 20, 100 kusov
koristi na klietku), a odhadneme
prirodzenii mieru narastu populdcie

LN E

LU

r ood
LOUCE 3

predatorov (7p) na tychto hustotach

0

koristi. Vykreslime prirodzeni mieru

-0z narastu voci hustote koristi. Linearna

s regresia tejto krivky je:
r,=bH —m

Obr.9

Poznamka: Ak sa body nezmestia do rovnej linie(tj., prirodzend miera rastu
populacie predatora sa moze ustalit’), potom je Lotka-Volterra model neadekvatny a mal by

byt modifikovany. Teraz, mézu byt parametre b a m odobraté z tejto regresivnej rovnice.
3. 3. 2 AKo riesit’ diferencialne rovnice

Sa 2 vyrazné pristupy: analyticky a numericky. Analytické metody su
komplikované a vyzaduju dobré matematické zrucnosti. Naviac, mnoho diferencialnych
rovnic nema ziadne analytické rieSenie. Numerické metody su l'ahSie a univerzalnejSie
(ndjdu sa aj ulohy, ktoré su konvergentné ateda sa dokazeme len priblizit' k hodnotam

modelu).

Najjednoduchsia a najmenej presna je Eulerova metéda. Uvazujeme diferencidlnu

rovnicu:
dx
) X
% S(x)

Predpokladame, Ze v ¢ase f» bude hodnota funkcie x(%).

Teraz mézeme odhadnit’ hodnoty x v neskorSom (alebo skorSom) ¢ase pouzitim rovnice

xX(t, + Af) = x(t,) + At.f (x(,))

23



Predpovedany bod Na tomto grafe odhadujeme

Lt v itat
}{(tn) sklon f{x) funkcie v bode ¢ =
At
Redlny bod v t+at to a odhadujeme tento sklon na
i : celom casovom intervale.
1]
Obr. 10

Hlavnym zdrojom chyb v Eulerovej metode, je odhad derivacie hned na zaciatku
casového intervalu. Smer skutocného rieSenia sa drasticky moze zmenit' pocas tohto
intervalu a numericky predpovedany bod by mohol byt d’aleko od skuto¢ného rieSenia
(obr. 10).

Eulerovu metodu je mozné vylepsit, ak je derivacia(smernica) odhadovana v strede
casového intervalu Az. Avsak, derivacia v strede je zavisla na funk¢nej stredovej hodnote,
ktord je nezndma. Teda, najprv potrebujeme odhadniit’ funként hodnotu v strednom bode
pouzitim jednoduchej Eulerovej metody, a potom mézeme odhadntt’ derivéaciu v strednom
bode.

k =x(t))+0.5.At f(x(t,))

K je hodnota funkcie v strede ¢asového intervalu Az. Nakoniec moézeme odhadnut’

hodnotu funkcie na konci ¢asového intervalu:

x(t, + Af) = x(t,) + At.f (k)

Krivka v strede Toto sa nazyva metdda Runge-
tasoveho intervah , )
K Kutta druhého radu.
Najpopularnejsia je metoda
K(tljl) Jpop Js1a
at Redlne 2 odhadovane Runge-Kutta Stvrtého radu. My
, bodyv t+atsi pouzijeme metddu druhého
t takmer totozné ,
0 radu.
Obr. 11

Najprv odhadneme hustotu koristi a dravcov (H' and P’, jednotlivo) v strede ¢asového

intervalu:

P'=P+0.5-At-(rH — aHP)
H'=H +0.5-(bHP — mP)
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Druhym krokom je odhadnutie hust6t koristi a dravca (H"” and P") na konci prvého

krokuAt:

H''=H + At-(bH' P—mP’)

a0, F
04

20

10

o+ Ottt

0 20 30 40 50 60 70 S0 90 100 0 20 20 40 50 60 70 20 90 100
t t

{P’ =P+ At-(rH'—aH'P’)

1201

88

Obr. 12

Tieto dva grafy (obr. 12) boli zobrazené pouzitim rovnakych parametrov modelu.
Jedinym rozdielom je zaciatocna hustota koristi. Tento model nemé ziadnu asymptoticka
stabilitu, Co znamena, ze “nezabuda‘ na zafiatocné podmienky.

120

F. 100

0

J 1O
d0 F

en

0 zn L1 B0 &0 100 1z0

Obr. 13

Tento obrazok (obr. 13) zobrazuje relativne zmeny koristi a predatora pre obe

zaciatocné podmienky. Trajektoriou st uzavreté krivky.

Lotka and Volterra model nie je velmi realisticky. Neberie do tUvahy Zziadnu
konkurenciu medzi koristou, alebo predatormi. Ddsledkom toho mdze populacia koristi
narastat’ do nekonecna bez akychkol'vek obmedzeni zdrojov. Predatori nemaju Ziadnu
saturaciu: ich miera spotreby je nekonecna. Miera konzumacie koristi je umerna ich
hustote. Tym padom nie je prekvapujuce, Ze chovanie modelu je neprirodzené a neukazuje
ziadnu asymptotick stabilitu. AvSak existuje pocetné mnozstvo modifikécii tohto modelu,

ktoré ho robia realistickym. (SHAROV, 1996)
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3. 3. 3 RieSenie modelu Lotka-Volterra

Vychadzame z nasledného vzorca modelu Lotka-Volterra:

dH

—=rH +aHP
dt
d—;:bHP+mP

Uvazujeme nad lesom, kde sa nachadzaju lisky H a zajace P (tie si potravou pre
lisky). Ddlezitymi faktormi su, Ze jedinym zdrojom potravy pre lisky st zajace a jedinym
dravcom lisky. Bez zajacov by lisSky zahynuli a bez liSok by sa zajace premnoZzili.
Pritomnost’ zajacov zvySuje narast populacie liSok b, a pritomnost’ liSok znizuje mieru
narastu zajacov r. Dal$imi dblezitymi prvkami si miera Uimrtnosti liSok m a miera

umrtnosti zajacov a. Cas ¢ uvazujeme v mesiacoch.

Nasou ulohou je pozorovat’ ako na seba zivocichy vplyvaji navzajom, a ako tento

ekosystém moze ovplyvnit’ zasah l'udi.

Zaciato¢né podmienky:

H =900 (hustota zajacov)

P =110 (hustota liSok)

r=1,039 (miera reprodukcie zajacov)
a=-0,0003 (miera imrtnosti zajacov)
b =10,0001 (miera reprodukcie liSok)
m = 0,88 (miera imrtnosti liSok)

t =1 (mesiac)

H,=? zajacov

P, =7 liSok

Hodnoty dosadime do vzorca a vypocitame pocet liSok a zajacov po prvom mesiaci:
{H, =1,039-900 + (- 0,0003-900-110) __ H =9054
P, =0,0001-900-110+(0,88-110) P, =106,7
Vypocty v Exceli urobime az do mesiaca 500, aby sme mali lepsi obraz toho, aky
vplyv maju na seba tieto zivoCichy. Aby sme tento model spravili zaujimavejsi tak

uvazujeme, ze sa Pol'ovnicka Komora dohodne po 24 mesiacoch ulovit’ 50 lisok.
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3. 3. 4 Zobrazenie modelu Lotka-Volterra v Exceli

Mesiac(t)| LiZky Zajace
0 110 500
1 107 905 Umrtie |Pérodnost
2| 104 512 Lizky 0,88 0,0001
3| 101 5319 Zajace | -0,0003 | 1,039
4 98 527
5/ 95 936
0| 73 1159 dH
EE 1179 — TRl
EE 1199
3| 73 1220 % = bHP —mP
4| 23 1241|-50
25| 23 1281
26| 23 1322
L 1364
28| 24 1408
29| 24 1452 2000
30| 25 1499
: 4000
356 2 699 E l1
357 2 726 - 3000
358 1 754 E A ﬂ I B
39| 1 783 g 2000 Liky
380 1 813 3 /\ / / / — Zajace
: 2 1000
—= "MV
496 0 147953 =z j
497 0 153723 o
498 0 159719 100 el Mol 300 400 L4
a99] o0 165948 1000 t (mesiac)
500 0 172420
Obr. 14

Z grafu a tabulky na prvy pohlad vidime, Ze zasah polovnikov zdsadne ovplyvni

cely tento ekosystém. Teda, ulovenie 50 liSok by malo na svedomi uplné vyhynutie liSok

uz v 358 mesiaci, ked’ze pocet liSok dosahuje hodnotu 1. Ale na reprodukciu potrebujeme

minimalne 2 liSky (za predpokladu, ze budu opac¢ného pohlavia. Naopak zajace by sa

nasledne exponencidlne rozmnozili, az pokial’ by im to priestor a zdroje umoznovali.

Tento priklad jasne ukazuje akym délezitym faktorom je zasah Cloveka v prirode,

a ze Clovek je casto pre mnohé zivocichy najvacsim predatorom.
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3. 4 Konkurenény model

Konkurencia medzi ekologicky podobnymi druhmi je hlavnym faktorom, ktory
urcuje Strukturu v zivoc¢isnych a rastlinnych komunitach. Hlavnou otazkou vsak zostava, ¢i
dokazu konkurujuce druhy spolunazivat alebo nie, aaké su hlavné faktory, ktoré
ovplyviiuji spolunazivanie. Tato téma je mostom medzi populacnou a spolocenskou

ekologiou.

Zavazné problémy:

1. Ochrana ekologie: zabranenie vyhynutia jednotlivych druhov; predpovedat’
potencidlne straty v zlozeni druhu po zavedeni konkurentov; znizenie vplyvu
konkurencie.

2. 'V biokontrole: na objavenie prirodzen¢ho exotického nepriatel’a, ktory sa zacleni
do spolocenstva uz existujucich prirodzenych nepriatel'ov; na najdenie exotickej

neskodnej konkurencie, ktord moze vytlacit’ Skodcov

V logistickom modeli, hustota populécie konverguje k nosnosti K, ako je uvedené nizsie:

M

k.
Obr. 15

Teraz si zavedieme druhy (konkurujtci) druh. Vysledkom je dvoj - dimenzialny diagram:

A i - izoCiara pre M, i, - izodiara pre M, |
druh 1 K, druh 2

' KN, ' N, ' N,

Sipky ukazuji zmemu  Sipky ukazujii zmenu Sipky ukazujii zmenu
hodnoty prvého druhu hodnoty drubého drubm hodnét oboch drubhov

Obr. 16

V tomto priklade, prvy druh zivo¢icha vyhynie v doésledku siperenia s druhym druhom.

Princip vyli€enia konkurencie po prvy krat formuloval Grinnell(1904), ktory napisal:
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" Nie je pravdepodobné, ze dva druhy s priblizne rovnakymi stravovacimi navykmi zostant
rovnomerne rozlozené v rovnakom regione. Jeden vytlaci ostatnych. Ten co je najdlhsie
vystaveny miestnym podmienkam, a teda najlepsie prisposobivy, aj ked len nepatrne,
prezije, vlucenim menej prisposobivého druhu.”

Ak st konkurujuce druhy ekologicky identické (vyuZzivaju rovnaké zdroje), tak Specificka
konkurencia medzi nimi je ekvivalentnd s vnutornou konkurenciou. Vsetky organizmy
superia so vSetkymi organizmami oboch populécii. Doésledkom je, Ze miera narastu

populacie je urena suctom hodnot oboch populacii:

dN, :rINl_(l_N1+N2

i K,
dN, =r2N2-(1—N‘+N2)
dt K,

V tomto pripade, st obe izo¢iary rovnobezné a maju uhol 45°. Druhy, ktoré maja
vys$iu unosnost’ K vzdy vyhraji. Vyssia inosnost’ znamend, ze druh dokaze vydrzat’ vacsie
zahustenie ako iné¢ druhy (tj., kvoli efektivnejSiemu hladaniu zdrojov). Konkuren¢na
vylucnost’ sa nazyva vyber - K, pretoze vzdy ide v smere zvySovania K.

Ak su konkurencné druhy dostatocne odlisné, tak Specifickda konkurencia medzi
nimi je silnejSia ako vnitornd konkurencia. Organizmy iného druhu sa nepovazuju za

“Oplnych” konkurentov. Ddsledkom je, ze hodnota Specificka hodnota medzi konkurentmi

je vynasobend vahou wi<l:
dN N, +w,-N.
—L =N, (1-— —)
dt |

_w,-N, + N,

nN, (1 )

1 i My
’ |’<1 Kz Py 2 K1 KzJ‘lW2
Ak sa izofiary preton Ak sa izodiary nepretoi
nastava rovnovaha v, kiorej tak jeden druh vyilaci ten druhy

moiu oba druby spohmazivat’

Obr. 17
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Teoreticky je mozné, ze vaha wi>1. To znamend, ze organizmy iné¢ho druhu st
silnej$imi konkurentmi, ako organizmy v tej istej populécii. Na tento typ prikladu nemame
nazornu ukazku, avsak o tejto situdcii sa ¢asto diskutuje v ekologickych knihach. Ak wi>1
a izoCiary sa nepretnu, tak jeden druh vytlaci ten druhy, ale ktory druh to bude zavisi od

zaciatocnych podmienok (zaciato¢né hodnoty oboch populacii):

Kz\
Koy vy s

i "\ N,

’ Kafws Ry

Obr. 18

Tento systém ma nestabilni rovnovahu, ktora sa rozdeluje na 2 oblasti: (1) ked’

prvy druh vytla¢i druhy (2) ked’ druhy druh vytlaci prvy druh.

Teda, spolunazivanie druhov je mozné, ak je vnitornd konkurencia vicsia, ako
konkurencia medzi nimi. K tomuto dochddza, ked konkurujuce si druhy maji iné

preferencie vyuzitia zdrojov.

Je zrejmé, Ze spolunaZivanie druhov, ktoré vyuZivaji rovnaké zdroje je beznym
javom. Matematické modely popisané vysSie su spravne, ale vel'mi zjednodusené, takze sa
tazko aplikuju na redlne druhy organizmov. Dynamické cyklické rezimy umoziuju
druhom spolunazivat’, aj ked’ to nedokazu v stabilnych systémoch. Komplikovanejsie

a realnejsie modeli naznaCuju, zZe spolunazivanie druhov je realistické. (SHAROV, 1996)
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3. 4. 1 RieSenie konkurenéného modelu

Vychadzame z naslednych vzorcov konkurenéného modelu:

ﬂ:rlNl-(l—N‘JrWl'Nz)
dt K,
dN, =I’2N2-(1—W2'N1+N2)
dt K,

Uvazujeme populaciu sov, ktorym do ekosystému zasiahnu jastraby. Jastraby buda
so sovami superit’ 0 obmedzené mnozstvo zdrojov v prostredi. S;+; predstavuje pocet sov
na konci dna ¢ a J,+; predstavuje to isté ale pre jastraby. Zaciatocna hodnota S sov je 151, s
mierov reprodukcie 7; = 0,2 a imrtnosti w; = 0,001. U jastrabov uvazujeme zacCiato¢nu
hodnotu J, 199. Ich miera reprodukcie je r, =0,3 a miera tamrtnosti w, = 0,002. NaSou
ulohou je pozorovat’ model, ako na seba vzdjomne poOsobia tieto zivocichy.

Zaciatoc¢né hodnoty:
r;=0,2 (reprodukcia sov)
w;=0,001 (amrtie sov)
r>= 0,3 (reprodukcia jastrabov)
w>= 0,002 (amrtie jastrabov)
t =1 (den)
S'=N;=151 (sovy)
J =N, =199 (jastraby)
Si+1 = ? (pocet sov na konci dna ¢)
Ji+1=? (pocet jastrabov na konci dna ¢)
Po dosadeni do vzorca nam vznikne nasledovny vypocet sov a jastrabov:
S, =(1+0,2)-151-0,001-151-199
Spe1=151,15
J, =(1+03)-199-0,002-151-199
Ju+1= 198,60

Tento vypocet spravime pre 30 dni. Vypocitané hodnoty vlozime nasledne do

grafu, kde x-ova os bude predstavovat dni, y-ova pocet sov ajastrabov v prostredi

v danom cCase.
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3. 4. 2 Zobrazenie konkuren¢ného modelu v Exceli

t - dni Sowy | Jastraby Sovy | Jastraby dN; I N1+WI-NI)
= Kiv¥; - >
0 149 199 pérodnost 0,2 0,3 e V! K,
1 149,15 | 199,40 umrtie 0,001 0,002
2 149,24 | 199,74 aN- w - N. + N-
LopN,-(1-2 LT
3 149,28 | 200,04 PPERE K.
4 149,27 | 200,33 -
5 149,22 | 200,62 1000
6 149,13 | 200,93 I
7 148,99 | 201,28 500
8 148,80 | 201,69 E /
9 148,55 | 202,17 E 600
10 148,22 | 202,76 2 /
11 147,82 | 203,48 E 200 Sovy
12 147,30 | 204,37 2 Jastrabi
8
13 146,66 | 205,47 2 200 -
14 145,85 | 206,85 =
15 144,85 | 208,56 w 0 \
16 143,61 | 210,71 5 T 2 = b
17 142,08 | 213,40 200
18 140,17 | 216,78 t (dedi)
19 137,82 | 221,04
20 134,92 | 226,43
21 131,35 | 233,26
22 126,98 | 241,96
23 121,66 | 253,09
24 115,20 | 267,44
25 107,43 | 286,06
26 93,18 | 310,41
27 87,34 | 342,58
28 74,89 | 385,51
29 61,00 | 443,42
30 46,15 | 522,36
Obr. 19

Z grafu (obr.19) je zrejmé, ze v tomto ekosystéme nedokazu jastraby konkurovat’
sovam. Jastraby st postupne vytlacané auz po 29 dinoch v tomto prostredi, za danych
zaciatocnych podmienok zanikaju. Pokial’ by sme nastavili zac¢iatocné hodnoty na 150 sov
a 200 jastrabov, tak by dokazali zit' oba druhy v harmoénii. AvsSak, ak nastavime akékol'vek
iné hodnoty pre tento model, tak vidime, Ze jeden zo zivo¢ichov po urcitom Case vyhynie.
To znamen4, ze tento model je extrémne citlivy na zaciatoéné podmienky, ktoré pri tomto

modeli nie st najidedlngjsie.
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Zaver

Matematické modelovanie je aplikovanie matematiky na vysvetlenie, alebo
predpovedanie spravania sa realneho sveta. Hlavnym ciel'om tejto prace bolo vytvorit’ sadu
jednoduchych uloh spojitého modelovania za pouZitia tabul’kového kalkulatora MS Excel.
MS Excel je mocny tabulkovy program, ktory uZzivatelovi umoziuje usporiadat’ ¢iselné
tidaje do T'ahko sledovatelnej mriezky, stipcov a riadkov. Zamerom tejto prace nie je uéit
matematické modelovanie, ale predstavit' tuto problematiku pomocou modelov, ktoré
pochopi, aj Clovek sneznalostou témy. Excel bol zvoleny vdaka jeho vSestrannej
schopnosti aktualizovat' data rychlo, efektivne, a kvoli jeho jedinecnym, pohodlnym
funkciam tabul’kového procesora.

Na zaciatku prace, v prvej kapitole, sa zaoberame vSeobecnou charakteristikou
modelu a modelovania. Po vysvetleni zdkladnych pojmov arozdielov medzi rdéznymi
druhmi modelovania v kratkosti opisujeme tabulkovy kalkulator MS Excel. Tomu sa
v druhej kapitole venujeme len povrchne aby sme poukézali na najvacsie moznosti pouzitia
tohto programu, pri modelovani spojitych procesov. Tretia kapitola je jadrom celej prace,
a v nej sa zaoberame uz konkrétnymi tllohami spojit¢ého modelovania. Pred kazdou tlohou
sme si vZzdy na zaciatku vysvetlili zakladné pojmy potrebné pre zhotovenie daného typu
modelu. Nasledne ho vypocitali a znazornili tento modelu v MS Excel.

Aj ked sa Excel zacina ¢im dalej, tym viac presadzovat v zobrazovani
jednoduchych modelov, stale vSak existuje vel'ky priestor pre rozvoj tejto oblasti. Celkovo
vSak mozno povedat, ze tabulkovy procesor MS Excel, je vynikajici nastroj pre
matematické modelovanie, preto tento dokument poskytuje cenny zdroj informacii pre
zaCinajicich modelarov a ukazuje dostatok rieseni praktickych uloh, pre pochopenie

oblasti spojit¢tho modelovania.
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Zoznam priloh

Priloha ¢. 1: CD Médium — riesené¢ modely v MS EXCEL, bakalarska praca v elektronicke;j
podobe
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